Turingmaschine 1

Der Al gorithnus

Der Begriff Al gorithmus ist einer der grundl egenden Begriffe in der Informatik. Er
ist intuitiv gegeben, und gewbhnlich versteht nman darunter ein all geneines
determ ni stisches (vorhersehbares) Verfahren zur Ldsung einer Klasse von Probl enen
Es existieren eine Rei he wohl bekannter Al gorithnmen, z.B. :
a) Bestimung der Prinzahlen (Sieb des Eratosthenes)
b) euklidischer Algorithmus (ggT und kgV)
c) formales Differenzieren
d) Sortierverfahren
e) Rundrei seprobl em
Char akteristische Eigenschaften des Al gorithnus sind sicherlich
1) Ein Algorithnus ist gegeben durch eine endliche Menge von
Instruktionen nmit endlicher Lange.
2) Ein Algorithnus wird auf eine Kl asse synbolischer Eingaben
angewandt und hat als eventuel |l es Ergebnis ei ne symbolische
Ausgabe.
3) Es gi bt eine Bezugsperson(gewdhnlich ei ne nenschliche), die,
von den Instruktionen ausgehend, di e Rechnung durchf ihren
kann.
4) Es ist mbglich, die bei einer Rechnung durchgef ihrten
Schritte zu speichern.
5) Sei P die Menge der Instruktionen aus 1), B die Bezugsperson
aus 3).B wendet die Instruktionen aus P in sol cher Wise an,
dal di e Rechnung bei beliebiger vorgegebener Eingabe stets
schrittweise erfol gt.
6) B wendet die Instruktionen aus P so an, dalR die Rechnung
streng deterministisch durchgefihrt wrd.
Durch di ese sechs Punkte ist ein Wg gew esen, umdie |dee des
Al gorithnus zu formalisieren. Dazu ist es notwendig, eine Spezifizierung der als
I nstruktionen, Ein- und Ausgabe zugel assenen Synbol e vorzunehmen, sow e genaue
Angaben uber die Art, wie die Rechnung durch die Instruktionen gesteuert wrd
(erfol gt bei der Einfihrung der Turingmaschine).
Auffallend ist die Analogie zwi schen 1) bis 6) einerseits und einem Digitalrechner
anderseits.
1) entspricht dem Programm des Conputers
2) seinem Ein- und Ausgabeverhal ten
3) seinen |ogischen El ementen
4) sei nem Spei cherver nbgen
5) seiner digitalen Struktur
6) seiner deterninistischen Struktur
Es werden jetzt funf weitere Eigenschaften angegeben und untersucht, ob sie
Ei genschaften des Al gorithnus sind
7) Es gibt eine feste endliche Schranke fiur die Lange der
Ei ngabe.
8) Es gibt eine feste endliche Schranke fir die G 6Re der
I nst rukti onsmenge.
9) Es gibt eine feste endliche Schranke fiur die zur Verfigung
st ehende Spei chergr 6hie.
10) Di e Fahi gkeiten der Bezugsperson sind
(in ei nem gew ssen Sinne) beschréankt.
11) Es gi bt eine Schranke fir die Anzahl der wdhrend ei ner
Rechnung dur chgefihrten Schritte. Diese Schranke ist aus der
Ei ngabe ei nfach berechenbar.
Lassen wir einen Al gorithmus von ei nemreal en Rechner durchfihren, so gelten 7) bis
9). Zahlen wir jedoch 7) bis 9) als Eigenschaft des Algorithnmus, so wird der Begriff
abhéngi g von der zur Verfigung stehenden Rechenanl age. Die Antwort ist hier also
NEI N. 10) ist zu bejahen, die Aussage in einemgew ssen Sinne ist dann natirlich
kl arer zu fassen.
Man kann di es an ei nem Bei spi el ei nsehen
Di e unbewi esene Gol dbach' sche Vermutung | autet:
j ede gerade Zahl n>4 ist Summe zwei er ungerader Prinzahl en
Besitzt di e Bezugsperson aus 3) unbeschrankte Fahi gkeiten, so kann sie die
Gol dbach' sche Vernutung in einem Schritt als richtig oder fal sch erkl aen. Das
entspricht sicher nicht unserer Vorstellung vom Al gorithnus. Die Frage, ob 11) als
Ei genschaft jedes Al gorithnus aufzufassen ist, kann nicht so einfach beantwortet
werden. Wr werden spéater sehen, dall der Al gorithrmusbegriff wesentlich von der
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Turingmaschine 2

Geltung von 11) abhéngig ist. GIlt 11) nicht, so ist wahrend der Durchfihrung einer
Rechnung ni cht zu beantworten, ob bzw. wann di e Rechnung beendet i st.

Di e Turingmaschi ne

1936/ 37 veroffentlichten Church, Post und Turing unabhéngi g vonei nander ihre
Definitionen und Thesen zum Begriff Berechenbarkeit. Spater wurde sogar die
Aqui val enz der drei Definitionen bew esen. Um Aussagen uber die Berechenbarkeit
(Algorithmsierbarkeit) eines Verfahrens nachen zu kdnnen, nuf3 der Begriff
Ber echenbarkeit formal exakt definiert werden.
Turings These : Die Begriffe der mit einer Turingmaschi ne berechenbaren
Funkti onen sind aqui val ent der im gewdhnlichen Sinne
ber echenbaren Funktionen
Churchs These : Der intuitiv gegebene, allgenein gebrauchliche Begriff
der berechenbaren arithmetischen Funktion i st
identisch nmit dem exakt definierten Begriff der
al | genei n-rekursi ven Funktion
Der Begriff der Turing-Berechenbarkeit liefert eine Definition der
mechani schen Ber echenbarkeit, der automati schen Rechnung, die durch eine Vorschrift
ei ndeutig festgel egt ist.
Fol gende Ei genschaften sind charakteristisch fur den Al gorithmnus
1) Deternminiertheit --- A ist durch eine endliche Vorschrift
so festgel egt, dall sei ne Durchfihrung
auf nur eine Weise niglich ist.

2) All geneinheit --- A bestimmt die Ldsungen einer Klasse
von Probl enmen.
3) Endli chkeit --- Aliefert die Losung in endlich vielen
Schritten.
Bei spi el e : euklidischer Al gorithnus
Gegenbei spi el : Quadratwurzel besti nmmung
al | genei n : Ein Algorithmus fornt eine Zeichenkette in eine

ander e aqui val ente Zei chenkette um

Li teratur

Bauer, Goos : Informatik Teil 2

R Baunmann > Informatik mt Pasca

Brauer/Indermark : Al gorithmen Rekursive Funktionen und formale Sprachen
H. Her nes : Auf zahl barkeit Entschei dbarkeit Berechenbarkeit

Kor f age : Logic and Al gorithms (1967)

S. Liu/ T. Rado : Journal of the ACM 12 1965, S. 196

Turi ng- Maschi nen T™M

Die intuitive Anal yse des Al gorithnenbegriffes liefert :
1) Ein Algorithmus operiert mt konkreten Gegenstéanden (z.B. Zeichen)
2) Er ist gegeben durch eine Vorschrift V.
3) Die Operationen, die V vorschreibt, erfolgen schrittweise.
4) V legt die Ausfihrung der Operationen in allen Einzelheiten fest.
5) Die Befolgung von V soll reproduzierbar sein.
6) Keine Zusatzinformation soll nétig sein.
7) Die Lange von V soll nicht weiter beschréankt sein, ebenso die
Anzahl der Schritte.
8) Der Ausfuhrende (Rechner) hat nur ein endliches Gedachtnis.

Real i si erung ei nes Al gorithnus

Ver ei nbarungen :

die Objekte, mt denen der Al gorithnus operiert, sind Zeichenreihen
di e Zeichen sind El emente eines endlichen Al phabetes

A ={ag, ...,a,, mMt ay =Leerzei chen: =B.

Di e Menge aller endlichen Zeichenfol gen einschlie3lich der |eeren
Fol ge ¢ hei Bt A*.

Di e erwdahnte Vorschrift sei als Programm fir eine Maschine festgel egt.
Das Progranm best eht aus Befehl en, die nachei nander, schrittweise,
von der Maschi ne abgearbeitet werden.

Man Uberlegt sich leicht, daR die Forderungen 1) bis 8), die an einen
Al gorithnus gestellt werden, erfdllt sind.
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Turingmaschine 3

Das Mbdel |l einer TM:

D e Maschi ne besteht aus Hodell i Tuingmescine
1. der Steuereinheit SE nmit
a) einem Ei ngaberegi ster ER, [ J= s
b) einem Bef ehl sregi ster BR, [ e
c) einem Qperationsregister OR und [ e
d) einem Zel | enwahl er ZW .k
2. der Bandeinheit BE mt
a) einem Lese-/ Schrei bkopf LS und J_L
b) der Bandf ihrung BF [ pend

3. aus dem Programspei cher PS und 1
4. dem I nformationsspei cher, dem Band.
Der Zweck der TMist die pl anrraf3| ge Unformung von Wirtern aus A* in
Wirter aus A*.
Er | dut erungen :
zu 4. @ Auf dem Band befinden sich die zu verarbeitenden Wrter aus A*.
a) Das Band ist in Felder eingeteilt, in jedes Feld palst genau ein
Zei chen aus A
b) Ein Feld ist |leer, wenn es das Zeichen a;,=B enthéalt.
c) Das Band ist nach rechts beliebig verl d&ngerbar. Die Fel der werden
nunmeriert, indemman von links mt Null beginnt.
d) auf dem Band stehen nur endlich viele Zeichen aus A (ohne B)
zu 3. : Eine TM arbeitet nach ei nem Turing-Programm TP, das aus endlich
vi el en Befehl en besteht. Die Befehle stehen in Zellen des PS. Die Zellen
sind mt 1 beginnend numeriert. Jeder Befehl ist durch die Numer der
Zelle, in der er steht, eindeutig bestimt.
Di e Anzahl der Zellen soll beliebig vergro6Rerbar sein.
zu 2. : Der LS liest und schreibt genau ein Feld.
Schrei ben hei Bt Uberschrei ben, ein B schreiben hei 3t | 6schen.
Das Feld unter dem LS hei 3t Arbeitsfeld AF.
Mt dem Synbol < > wird der Inhalt eines Bestandteils der T™M
bezei chnet. Es gibt drei Verschi ebebefehle V :
R fuhrt das dem LS rechts benachbarte Feld zum AF,
L fuhrt das dem LS links benachbarte Feld zum AF,
N | &Rt das aktuelle Feld unter dem LS stehen.

zu 1. : Der ZWwéhlt den Befehl aus, der als nachster befol gt werden
soll (er enthédlt die Nummer der Zelle, in der dieser Befehl steht).
In ei nem Al phabet mt den Zeichen ag, ...,a, enthalt ein Befehl

n+l I nplikationen (Varianten) der Form

<ER>=a; = schreibe a, ins AF und V (R L oder N) ins OR und
| ade den r-ten Befehl ins BR

Man schrei bt kurz fidr den i-ten Befehl n+l1 mal ein Quintupel

i ag ax W ro
0 0
i-ter Befehl=

i ap akn an (g

So ist also festgelegt, was fir jeden nidglichen Inhalt des ER zu

geschehen hat.

Zusammenfassend : die TMarbeitet schrittwei se. Dabei besteht ein

Schritt aus fiunf Takten :

1. Takt : Der Inhalt der i-ten Zelle, deren Nummer im Zell enwahl er steht,
wird ins BR gebracht, die TM nimt den Zustand i an :

<Z\WEi > <i-te Zelle> - BR

2. Takt : Der LS liest das im AF stehende Zeichen und die BE gi bt es
ins ER :
<AF> _ <ER>

3.Takt : Die SE bestimt die Operation ayVx und den Fol gebefehl r,
schreibt die Operation in das OR und die Nunmer r des néachsten
Befehls in den ZW:

[<ER> <BR>] - [<OR> <ZW¢]
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Turingmaschine 4

4. Takt : Die BE holt das Zeichen a, aus dem OR und der LS schreibt es
ins AF :
(ak - <AF>) 0O <OR>

5. Takt : Die BE entnimm dem OR das Verschi ebungszei chen V und di e BF
fahrt di e Verschi ebeoperation aus :

(VK -~ BF) O <OR>

Die TM stoppt regul & genau dann, wenn der Inhalt des ZWNull ist.
Es kommt zu irregul aren Stopps, wenn

a) das nullte Feld des Bandes AF ist und L 0O <OR>

b) <ZWs ist |eer.

Anfangs sol |l <ZWs=1 gel ten.

Bei spi el :

Es sei A={B,1}, das TP P laute :

1 BBR2 5BBRO

111 RO 51 BLE®

2Bl R3 6 BBR?Y

211 R2 61 1 LG

3 BBL 4 7BBLO

311 R3 711 LO

4 BBRO

41 BLS5

Der Aufbau einer Programeeile (z.B. 51 BL 6) :

Zust and Zei chen | esen Zei chen schrei ben Ver schi eben Fol gezust and
5 I B L 6

Al genmein |eistet das Programm :

Aus di esem Grund hei Bt das Programm auch add.

Di e fol genden Definitionen ersparen Schreibarbeit

Xx=Bl....... IB fiur alle x O Ny

(x,y)=Bl....... IBl....... IBB fiur alle x,y O Ny
x+1- mal y+1- mal

Danach gilt also : add((x,y))=x+y
Das TP add | aBt sich noch verei nfachen :

1BBR2 Losungsi dee : die Licke zwi schen x und y wird durch "I
2Bl R3 ersetzt, die zwei Striche zuviel werden
21 1 R2 am Ende von y gel 6scht.
3BBL4
311 R3 _ _
41 BL5 BI...IBl...IBB ---> Bl..... | BB
51 BL®6 x+1 y+1 X+y+1
6 BBNO
61 1 LG
Auf gaben

1) vnr : verschiebe eine Zahl umein Feld nach rechts

P(wW)=BBWB... w O A* it A5{B,1} BI...IBB ---> BBl...IBB
wl wl
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Turingmaschine 5

2) gib die Losungsidee an :

P1 1BBR2 P2 1BBR1
2BBL3 11 BR2
21 1 R2 2BI L3
3 BBNO 21 1 R2
31 BR4 3 BBLO
4 Bl L 2 311 1L3

Unt er programre : suche das nachste Zeichen (B oder 1) links(rechts)

LI B LIl REB REI
1BBL2 1BBL2 1 BBR2 1 BBR2
111 L2 111 L2 111 R2 111 R2
2BBNDO 2BBL2 2BBNDO 2 BBR2
21 1 L2 21 1 NO 211 R2 21 1 NO
3) vzl : verschi ebe Zahl nach I|inks
BB...Bl...IBB ---> Bl...IB... nitn0ON

n+1 n+1

Anwendung der Unterprograme :

3 B(REl) BR4 <= wenn Zeichen=B, dann schrei be B, suche das néachste
I rechts, schreibe B, Kopf nach rechts, gehe zu Zustand 4

4) dup : dupliziere eine Zahl

BwB... ---> BwBwB...
5 mul @ multipliziere zwei Zahlen
Bl...IBI...IB... ---> BI....B... x,y 0N
x+1 y+1 xXy+1
Ildee : Bl...IBl...IB... ---> BBBI...IBI...IBB... y wird (x-1)mal dupliziert
x+1 y+1 x-1 y

6) der Nachfol ger einer Dual zahl ist gesucht :
d(x) sei die Dualdarstellung von x und A={B, 0, 1}

P(Bd(x))=Bd(x+1) z.B. B11B... ---> B100B..

7) busy-beaver - Spi el

besti mre di e maxi mal e Anzahl mvon |'s,
die ein TP bezuglich A={B,1}, das genau
2(3) Befehle besitzt und nach endlich
vielen Schritten stoppt (ohne zu

bl ocki eren!), auf ein leeres Band nit
Startfeld k schreiben kann

8) Das Programm einer TMist gesucht, das

a) pruft, ob zwei gegebene Zahlen gleich sind

b) jede ungerade Zahl zu einer geraden Zahl erganzt
c) x¥¥ x,y O Ny, berechnet

d) ggT und kgV berechnet

e) die Folge 1,5,9,13,17,21,25,... auf das Band schrei bt
f) die Folge 1,2,4,8,16,32,64,... auf das Band schrei bt
g) die Folge 0,1,2,3,4,5,6,7,8,... auf das Band schrei bt
h) die Striche zahlt, die auf dem Band stehen

z.B. B B...BIIIIIINIIB... ---> 'B7B... oder B111B..
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Turingmaschine 6

Was i st berechenbar ?

Das Probl em der Berechenbarkeit z&hlt zu den Grundl agen der Informatik.
Es betrifft die Frage, welche Problenme sich algorithm sch - d.h. durch
Conput er - Progranme - | 6sen | assen. Hierzu werden verschi edene Kl assen
zahl ent heoreti scher Funktionen definiert. Dies seien

GDF gl ei chungsdefinierte Funktionen

I BF iterativ berechenbare Funktionen

PRF primtiv rekursive Funkti onen

ARF al | genei n rekursive Funkt i onen.

Zur Verei nfachung wird vorausgesetzt, daf alle Funktionen auf den G und-
rechenarten auf bauen und der zul &ssi ge Zahl enbereich sei GZ. Eine im
Berei ch &Z gegebene Funktion hei Be berechenbar, wenn sich ein konstruk-
tives Verfahren angeben | 43t, dall nach Ei ngabe ei nes Argunentes nach
endlich vielen Schritten abbricht und den Wert der Funktion an dieser
Stelle liefert. Ofensichtlich ist jede progranm erbare Funktion
berechenbar. Di e ungekehrte Behauptung, dall jede berechenbare Funktion

auch progranm erbar sei, ist der wesentliche Inhalt der Churchschen These.
Di e gl ei chungsdefini erten Funktionen (CGDF) sind allgenein bekannt. z.B
y=x*Xx

Z=xX+y

z=x°+18*x*y? USW.

In der normal en Schrei bwei se steht also |inks vom G ei chheitszei chen das
Er gebni s der Funktion und rechts der explizite Berechnungsterm Wrden k
Ei ngangsgr 6Ben zugel assen, so gilt allgenein :

READLN( X1, . . ., X)) ; Y: =EXPR( Xq, . . ., X) ; WRI TELN(Y) ;
EXPR( Xy, ..., X¢) ist ein arithmeti scher Ausdruck, der neben den Vari abl en
X4, ..., X noch die Grundrechenarten und Zahl enkonst anten ent halten kann

Die mt |teration berechenbare Funktion

Schon in relativ einfachen Fallen kann man keine explizite d eichung fir
das Ergebni s angeben. Ein Misterbeispiel ist die Fakultéat
f(x)=1*2*3* . *Xx

Sie | aBRt sich durch das fol gende Pascal - Progranm berechnen :

READLN( X) ; Y: =1,

FOR 1:=1 TO X DO Y: =Y*I;

WRI TELN(Y) ;

Di eses Progranm i st zugleich ein Spezialfall eines iterativen bzw.

Schl ei fen-Programms. | n ei nem Schl ei f en-Progranm dirfen nur enthalten
sein: Standardarithnetik, Schleife (FOR WH LE, REPEAT-UNTIL) und
Abfragen (IF - THEN, IF - THEN - ELSE)

Eine I BF |liegt genau dann vor, wenn fir sie ein Schleifen-Programm
existiert. Dieses Programmstellt zugleich einen Lésungsal gorithnus dar.
Andere | BF sind :

SUM X) 1+2+. .. +X

s(X) Anzahl der Teiler von X

p Anzahl der Prinzahlen bis X

ggT(X,Y) = grofter geneinsaner Teiler von X und Y

Aus den letzten drei Beispielen ist ersichtlich, dal manchmal eine

i nhaltliche, nicht algorithm sche Beschrei bung ei ner Funktion I|eichter
anzugeben ist, als der dazugehdrige Al gorithnus.

Es ergeben sich hieraus fol gende Fragen

LaRt sich jede nicht algorithn sch beschriebene Funktion durch einen
Al gorithnus darstellen, also programmeren ?

We | &Rt sich aus einer nicht algorithm schen Beschrei bung ei ner
programm er baren Funktion der Al gorithnus gewi nnen ?

We | assen sich die progranm erbaren Funktionen kl assifizieren ?

Die primtiv rekursiven Funktionen sind wie folgt definiert
1. Grundf unkti onen
a) die Nullfunktion ist primtiv rekursiv
b) die Vorgéanger- und die Nachfol gerfunktion sind primtiv rekursiv
c) die Projektionsfunktionen (X;,...,X,) - X sind primtiv rekursiv.
2. Auf baur egel n
a) mt zwei Funktionen f und g ist auch die durch Einsetzung von f in
g entstehende Funktion primtiv rekursiv.
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Turingmaschine 7

b) mit der n-stelligen Funktion f und der (n+2)-stelligen Funktion g
i st auch die durch primtive Rekursion aus f und g entstehende
Funktion primtiv rekursiv.
Genau die nmittels 1. und 2. zu erzeugenden Funktionen sind primtv rekursiv.
Bei spiele :
rekursive Definition der Gundrechenarten :
die natdrlichen Zahlen seien als Strichfol gen dargestellt I,11,111,...,
di e nach fol genden Regel n erzeugt werden :
1) | ist (Zeichen fir) eine natirliche Zahl
2) mit nist auch nl eine natirliche Zahl, nl hei 3t Nachfol ger von n.
Die Addition grundet sich hierauf als ein Witerzéhlen :
1) n+l =nl
2) n+m =(n+m |
Dies ist eine rekursive Definition der Addition, weil man , um die Summe
n+m zu bestimren, zum Vorgénger von m, also m zurickl aufen nufR. z.B.
5+2=(5+1) +1=( ((5+0) +1) +1) =((5+1) +1) =(6+1) =7 oder etwas formal er :
sum( 5, 2) =sum( 5, 1) +1=((sum(5, 0) +1) +1) =((5+1) +1) =(6+1) =7 oder formal er
sum( 5, 2) =nachf (sun( 5, vor g(2)))=nachf (nachf (5, vorg(vorg(2))))
=nachf (nach(5))=nachf (6)=7 und al |l genein :

_ X, wenn y=0
sum(x,y) = nachf (sun(x, vorg(y))) sonst

In Pascal programmiert :
FUNCTI ON SUM X, Y: | NTEGER) : | NTECER;
BEG N | F Y=0 THEN SUM =X ELSE SUM =NACHF( SUM X, VORE Y))) END,
wenn man di e Funktionen nachf und vorg wie folgt definiert :
FUNCTI ON NACHF( X: | NTEGER) : | NTECER,;
BEG N NACHF: =SUCC( NACHF) END;
FUNCTI ON  VORG( X: | NTEGER) : | NTECER;
BEG N VORG =PRED( VORG) END;

Fiur die Multiplikation ergibt sich :

_ 0, wenn y=0
milt(x,y) = sum(mul t (x, vorg(y)),x) sonst

was der Schrei bwei se entspricht

B { 0, wenn y=0
x Uy =1 O(y-1)+x sonst

Da Funktionen aus Funktionen aufgebaut werden sollen, muf3 der Zahl Null
ei ne Funktion, die Nullfunktion, zugeordnet werden :
FUNCTI ON NULL( X: | NTEGER) : | NTEGER;
BEG N NULL: =0 END;
Das Her ausgreifen ei nes Argunmentes (Projektionsfunktion)
FUNCTI ON PROB( X1, X2, X3, X4, X5: | NTEGER) : | NTEGER,
BEG N PRO3: =X3 END;

Die Multiplikationsprozedur sieht dann so aus :
FUNCTI ON MULT( X, Y: | NTEGER) : | NTECER,;
BEG N
I F Y=0 THEN MULT: =PRQ2( X, Y)
ELSE MULT: =SUM MULT( X, VORG PRO2( X, Y))), PROL( X, Y))
END,;

Di e Potenz berechnet sich nach dem Schema
_ 1, wenn y=0

pot(x,y) = mul t (pot (x, vorg(y)), x) sonst

was der Schrei bwei se entspricht

v { 1, wenn y=0
X =1 x¥! Ox sonst
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In Pascal :
FUNCTI ON POT( X, Y: | NTEGER) : | NTEGER
BEG N
IF Y=0 THEN POT: =1
ELSE POT: =MULT( POT( PROL( X, Y) , VORG PRX2( X, Y))), VORG PROL( X, Y)))
END;

Es sind Funktionen aus anderen, el enentareren, aufgebaut.
Al's Regel n wurden benut zt :

Verkettung : h(x)=g(f(x)) oder h(x)=g(fl(x),f2(x))
Rekur si onen :

f , =0
h(x,y) = { ggﬁ%x,y?gy)y sonst

f , =0
h(x,y) = { ggﬁ%x,y?gy,i) sonst

f , =0,
h(x,y) = { ggﬁzx,y?gy,z-l) sonst

das al | genei ne Rekursi onsschema | aut et

_ f(X), wenn y=0, mit X= X;...,X
h(Xy) = { g(h(X y-1),X y-1) sonst "

Di ese Art der Rekursion nennt sich primtive Rekursion

(es gibt raffiniertere Arten der Rekursion !)

Aus den Bei spielen ergibt sich die Behauptung

jede primtiv rekursive Funktion ist turingberechenbar

Bewei s :

Gezeigt worden ist bereits, daR die Null-, Nachfol ger-, Vorganger- und
Proj ekti onsfunktion turingberechenbar sind. Zu zeigen bleibt, daR ver-
schacht el te Funktionen turingberechenbar sind.

Seien f und g turingberechenbar, dann erhalt man das zu h(x)=g(f(x))
gehoérige TP dadurch, dal die Anwei sung halt aus dem Programm zu f ent-
fernt wird, dann di e Anwei sungen von g darunter geschrieben werden und
si e dann, ebenso die Sprungziele, ummumreriert.

Es mul3 noch gezei gt werden, dalR die primtive Rekursion nicht aus der
Menge der turingberechenbaren Funktionen hinausfihrt. An ei nem Bei spi el
i st dies leicht einzusehen

Ei ne Funktion h sei wie folgt rekursiv definiert

2, wenn x=0

h(x) = h(x-1)+3 sonst
es ist h(0)=2, h(1)=5, h(2)=8, h(3)=11, h(4)=14, h(5)=17, das TP dazu :
1Bl RB(REB) Rl RI R1 2
21 (LIB) (LIB) R3
3 B (LIl) B (vZL) O
31 B(REB)(REB) | R1 RI R1 2

Der all geneine Beweis ist nicht schw eriger, nur unstandlicher.
(do it yourself )
Fazit : jede primtiv rekursive Funktion ist turingberechenbar.

Di e Unkehrung gilt |eider nicht! Der Mathemati ker W Ackermann fand eine
turingberechenbare Funktion, die nicht primtiv rekursiv ist.
Die all genein rekursive Funktion AK ist wie folgt definiert
y+1, wenn x=0
AK(X,y) = { AK(x-1,1) falls y=0
AK(x-1, AK(x,y-1)) sonst

Di e Funktion AK wachst schneller als jede primtiv rekursive Funktion

Oberprima 2003 /2004 0O WB
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AK(0,y)=y+1, AK(1,y)=y+2, AK(2,y)=2y+3, AK(3,y)=203".3,
AK(4, 1) =AK(3, AK( 4, 0)) =AK(3, AK(3, 1)) =AK(3, 13) =65533,
AK( 4, 2) =AK( 3, AK(4, 1)) =AK( 3, 65533) =2655%6.3

Gegenuber den PRF féallt in der dritten Definitionszeile auf, daR in dem
Rekur si onsschema i nnerhal b der Funktion AK noch ei nnmal die Funktion AK
steht. Die Funktion verweist also nicht nur einfach auf sich sel bst, son-
dern in dem Sel bstverweis ist noch einmal die Funktion inplizit enthalten.

Die allgeneine Definition :

Ei ne Funktion hei Bt rekursiv, wenn sie sich, ausgehend von der Null -

, Nachfol ger-, Vorganger- und der Projektionsfunktion, durch Einsetzung,
primtive Rekursion und Anwendung des p-Operators erzeugen | ait.

Di e Funktion f entsteht durch Anwendung des p-Operators aus g
(in Zeichen : f(X)=p[g(X, y)=0]), wenn

das kleinste y mt g(X y)=0, falls ein solches y existiert

£(X) ={ mt X=(Xq, ..., %)

ni cht definiert, sonst

In Pascal fornuliert :
FUNCTI ON M KRQ( X1, X2: | NTEGER) : | NTEGER,
VAR | : | NTEGER;
FUNCTI ON ({ X1, X2, Y: | NTECER) : | NTECGER;
BEA N { hier steht der Termvon g } END;
BEG N
| :=0;
REPEAT [|:=1+1 UNTIL Q(X1, X2,Y) =0;
M KRO. =I
END;

Es gilt der Satz :
1) jede rekursive Funktion ist turingberechenbar
2) jede turingberechenbare Funktion ist rekursiv

zu 1) : ist g eine primtiv rekursive Funktion, so erhalt man fur
f(X)=p[g(X,y)=0] auf folgende Art ein TP : auf die Ei ngabe X
wird das TP fur g(X 0), dann g(X 1), g(X 2),... angewandt,

sol ange, bis einy mt g(X y)=0 gefunden ist. G bt es kein
sol ches y, geréat das TP in eine Todschleife, f ist an dieser
Stelle also nicht definiert.

zu 2) : ist ein TP zur Berechnung einer Funktion f gegeben, so kann man
di e Berechnung al s ei ne Folge von Paaren (p,1) darstellen, wobei
p die Nummern des TP durchl &uft und | die zu jedem p gehorige
Bandi nschrift ist. Jedem Paar w rd nun umnkehrbar eindeutig eine
nat irliche Zahl g zugeordnet gd6d : (p,!) - g. Man nennt g die
Godel - Nummrer von (p,|).

Das Di agranm
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Rechenschritt

(p, ) I, (p'. 1)
O O
god O Ogod
O O
! !

g (T g

die f zugeordnete
rekur si ve Funktion

definiert eine Zuordung g - g' der Gidel numrern, von der nman
nachwei sen kann, dall sie eine rekursive Funktion nach Definition ist.
Ergebnis : Der Begriff der Turing-Berechenbarkeit ist eine adaquate
Pr&zi si erung des intuitiven Begriffs der Berechenbarkeit.
Al'les, was sich Uberhaupt berechnen | aBt, ist durch die TM berechenbar

Unent schei dbar kei t

Das Bi berspiel |aRt sich verall geneinern

bei gegebenem n schrei be jeder Spieler ein TP P

wobei P O K,={P | Pist TP bzgl. | nit genau n Befehlen}. Sieger ist der,
dessen TP bei Anwendung auf das |eere Band stoppt und die neisten Striche
schrei bt. Formal

B.={(P,s) | P 0K, und P stoppt nach genau s Schritten bei m|eeren Band}
A.={ Anzahl der Striche in P(Bs) | (P,s) O By}, wobei B das s-te Feld auf
dem Band bedeut et .

5(0) =0
s(ny=max{a | a O A} fur alle n O N
> ist nicht Th !

Bewei sprinzip : X wichst schneller als jede Tb Funktion f.

Der Aufwand zur Bestinmung des Maxinmuns i st namich nicht beschrankt,
sondern wachst sehr stark, da wir nicht von vornherein w ssen, nach w e-
viel Schritten s ein Programm P stoppt - wenn es Uberhaupt anhalt. Unser
Problem | aBt sich mt fol gender Erfahrung aus demtéaglichen Leben

vergl eichen : ein Autofahrer fragt nach dem Weg und erhalt als Antwort
fahren Sie diese StraRe weiter, Sie passieren nehrere Anpeln, an der

| et zten biegen Sie nach rechts ab. Diese Auskunft birgt ein unl dsbares
Problem Man kann die |letzte Anpel nicht finden, wenn nicht etwa der
Zusatz genmacht wird : Die |letzte Anpel steht vor dem Ort, der 200 km von
hier entfernt ist. Danit ist das Problem| 6sbar - aber der Aufwand, die
| etzte Anpel zu finden, ist nicht gering. Fur festes n ist unser Problem
vom sel ben Typ.

Di e Berechnung von %(4) ist schon sehr konpliziert, Z(5) ist noch unbekannt.
Der Begriff der Turingberechenbarkeit sichert bzw. fordert nur die
Exi stenz eines TP, aber nicht ein effektives Verfahren, umein TP anzugeben.

Fir die arithmetische Funktion S nit

S(0) =0

S(n)= max{s | (P,s) O By} fur alle n O N

a) S(n) = X(n) fur alle n O N

b) Sist nicht Th

Beweis : a) zu jedem | ist mindestens ein Schritt nétig

b) fir jede Tb Funktion f gilt : X wachst schneller als f,
al so wachst auch S schneller als jede Tb Funktion f, also
ist S nicht Tb.
D es bedeutet nun, es gibt keinen Al gorithnmus, nmt dessen Hlfe man von
j edem bel i ebigen TP feststellen kann, ob es je stoppt bei der Anwendung
auf das | eere Band.
Man bezei chnet dies als die Unentschei dbarkeit des Hal teproblens bei TM
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Um das starke Wachstumvon X zu ahnen, beachte nan die Tabelle (Stand 1972)

n 1 (2 |3 |4 5 6 8 100

s(n) [1 [4 |6 |13 [217 |2 35 |2 3¢(7:37%-1)/2 |= (((7!)!)!)!

Das Hal t eprobl em
G bt es ein Programm das von jedem bel i ebi gem Programm ent schei den kann, ob es
anhal t oder nicht.

Dazu wi rd das Sel bst anwendbar kei t sprobl em unt er sucht
z.B. (Disassenbl er, Conpiler, Druckprogramm Verschl issel ung).

Frage : Existiert ein TP Ps bzgl. {B,1} derart, daR fiur jedes TP P gilt:
Ps(... BCode(P) B...) =
Fehler!

Beweis : Annahne : es gibt P, mt der gewlinschten Ei genschaft, dann sei

Ps' fol gendes TP 1B (P) 2

2BI NO

21 1 R3

3BBL2
Fall 1 : Py ist selbstanwendbar, d.h. auf ... B Code(Ps') B... =
Ps(... B Code(Ps') B...) =... T ... = P stoppt nicht ! Wderspruch
Fall 2 : P ist nicht selbstanwendbar, d.h. auf ... B Code(Ps) B... =
Ps(... B Code(Ps') B...) =... B... = Ps' stoppt ! W der spruch

Anrer kung : Die Konstruktion von Py’ erinnert an die Paradoxi e vom
Bar bi er, der genau diejenigen rasiert, die sich nicht sel bst rasieren.
Die Frage : Rasiert der Barbier sich selbst ? fihrt auf einen Wderspruch.

Zur Entspannung : schreibe TP's zur Erzeugung der Zei chenketten :
a) Lrrrrrreerrrrrreerrrrrreerrrrrnd

b) | BI BI Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl Bl B

c) IBIIBIIBIBIIBIIBIBIIBIIBIBIIBIIB

d) IBBI11BBBBIIIIIBBBBBBIIIIIIIBBBB

e) | BBl BBBI BBBBI BBBBBBI BBBBI BBBI BBI

f) 1BIIBBIIIBBBIIIIBBBBIIIIIBBBBBII

Was fallt beziuglich der Lange der TP's auf ?

Viel SpaR !!!

© WB 2003
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PROGRAM SELBSTANVENDBAR;
VAR P: TEXT;
FUNCTI ON HAELT( P, X: TEXT) : BOCLEAN;

BEG N
I F <P TERM Nl ERT BEI ElI NGABE VON X> THEN HAELT: =TRUE

ELSE HAELT: =FALSE
END,;
BEA N { of Miin }
LI ES(P) ;
WH LE HAELT(P,P) DO { NI X}
WRI TE(* FERTIG ‘) ;
END.

Noch ein paar Weisheiten zum Schluf3 :
T heorie ist keine Magie, sie vermeidet auch keine Fehler, aber man kann sich wesentlich praziser irren

nicht gleich verzweifeln, wenn man die Bibermaschinen nicht findet, das Problem ist nachweislich nicht berechenbar

Theorie kann auch Spal8 machen.
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