Der Algorithmus



Der Begriff Algorithmus ist einer der grundlegenden Begriffe in der Informatik. Er ist intuitiv gegeben,und gewöhnlich versteht man darunter ein allgemeines deterministisches (vorhersehbares) Verfahren zur  Lösung einer Klasse von Problemen.

Es existieren eine Reihe wohlbekannter Algorithmen, z.B. :

   a) Bestimmung der Primzahlen (Sieb des Eratosthenes)

   b) euklidischer Algorithmus  (ggT und kgV)

   c) formales Differenzieren

   d) Sortierverfahren

   e) Rundreiseproblem

Charakteristische Eigenschaften des Algorithmus sind sicherlich :

   1) Ein Algorithmus ist gegeben durch eine endliche Menge von   

      Instruktionen mit endlicher Länge.

   2) Ein Algorithmus wird auf eine Klasse symbolischer Eingaben  

      angewandt und hat als eventuelles Ergebnis eine symbolische 

      Ausgabe.

   3) Es gibt eine Bezugsperson(gewöhnlich eine menschliche), die,  

      von den Instruktionen ausgehend, die Rechnung durchführen 

      kann.

   4) Es ist möglich, die bei einer Rechnung durchgeführten 

      Schritte zu speichern.

   5) Sei P die Menge der Instruktionen aus 1), B die Bezugsperson       

      aus 3).B wendet die Instruktionen aus P in solcher Weise an, 

      daß die Rechnung bei beliebiger vorgegebener Eingabe stets             

      schrittweise erfolgt.

   6) B wendet die Instruktionen aus P so an, daß die Rechnung 

      streng deterministisch durchgeführt wird.

Durch diese sechs Punkte ist ein Weg gewiesen, um die Idee des 

Algorithmus zu formalisieren. Dazu ist es notwendig, eine Spezifizierung der als Instruktionen, Ein-und Ausgabe zugelassenen Symbole vorzunehmen, sowie genaue Angaben über die Art, wie die Rechnung durch die Instruktionen gesteuert wird

(erfolgt bei der Einführung der Turingmaschine).

Auffallend ist die Analogie zwischen 1) bis 6) einerseits und einem Digitalrechner anderseits.

   1) entspricht dem Programm des Computers

   2) seinem Ein- und Ausgabeverhalten

   3) seinen logischen Elementen

   4) seinem Speichervermögen

   5) seiner digitalen Struktur

   6) seiner deterministischen Struktur

Es werden jetzt fünf weitere Eigenschaften angegeben und untersucht, ob sie Eigenschaften des Algorithmus sind :

   7) Es gibt eine feste endliche Schranke für die Länge der 

      Eingabe.

   8) Es gibt eine feste endliche Schranke für die Größe der             

      Instruktionsmenge.

   9) Es gibt eine feste endliche Schranke für die zur Verfügung         

      stehende Speichergröße.

  10) Die Fähigkeiten der Bezugsperson sind 

      (in einem gewissen Sinne) beschränkt.

  11) Es gibt eine Schranke für die Anzahl der während einer  

      Rechnung durchgeführten Schritte. Diese Schranke ist aus der 

      Eingabe einfach berechenbar.

Lassen wir einen Algorithmus von einem realen Rechner durchführen, so gelten 7) bis 9). Zählen wir jedoch 7) bis 9) als Eigenschaft des Algorithmus, so wird der Begriff abhängig von der zur Verfügung stehenden Rechenanlage. Die Antwort ist hier also : NEIN. 10) ist zu bejahen, die Aussage in einem gewissen Sinne ist dann natürlich klarer zu fassen.

Man kann dies an einem Beispiel einsehen :

Die unbewiesene Goldbach'sche Vermutung lautet:

jede gerade Zahl n>4 ist Summe zweier ungerader Primzahlen.

Besitzt die Bezugsperson aus 3) unbeschränkte Fähigkeiten, so kann sie die Goldbach'sche Vermutung in einem Schritt als richtig oder falsch erklären. Das entspricht sicher nicht unserer Vorstellung vom Algorithmus. Die Frage, ob 11) als Eigenschaft jedes Algorithmus aufzufassen ist, kann nicht so einfach beantwortet werden. Wir werden später sehen, daß der Algorithmusbegriff wesentlich von der Geltung von 11) abhängig ist. Gilt 11) nicht, so ist während der Durchführung einer Rechnung nicht zu beantworten, ob bzw. wann die Rechnung beendet ist.



Die Turingmaschine



1936/37 veröffentlichten Church, Post und Turing unabhängig voneinander ihre Definitionen und Thesen zum Begriff Berechenbarkeit. Später wurde sogar die Äquivalenz der drei Definitionen bewiesen. Um Aussagen über die Berechenbarkeit (Algorithmisierbarkeit) eines Verfahrens machen zu können, muß der Begriff Berechenbarkeit formal exakt definiert werden.

Turings These : Die Begriffe der mit einer Turingmaschine berechenbaren

                Funktionen sind äquivalent der im gewöhnlichen Sinne

                berechenbaren Funktionen.

Churchs These : Der intuitiv gegebene, allgemein gebräuchliche Begriff

                der berechenbaren arithmetischen Funktion ist            

                identisch mit dem exakt definierten Begriff der

                allgemein-rekursiven Funktion.

Der Begriff der Turing-Berechenbarkeit liefert eine Definition der 

mechanischen Berechenbarkeit, der automatischen Rechnung, die durch eine Vorschrift eindeutig festgelegt ist.

Folgende Eigenschaften sind charakteristisch für den Algorithmus :

   1) Determiniertheit ---  A ist durch eine endliche Vorschrift 

                            so festgelegt, daß seine Durchführung  

                            auf nur eine Weise möglich ist.

   2) Allgemeinheit    ---  A bestimmt die Lösungen einer Klasse 

                            von Problemen.

   3) Endlichkeit      ---  A liefert die Lösung in endlich vielen

                            Schritten.

Beispiele     : euklidischer Algorithmus

Gegenbeispiel : Quadratwurzelbestimmung

allgemein     : Ein Algorithmus formt eine Zeichenkette in eine 

                andere äquivalente Zeichenkette um.
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Turing-Maschinen TM



Die intuitive Analyse des Algorithmenbegriffes liefert :

   1) Ein Algorithmus operiert mit konkreten Gegenständen (z.B. Zeichen)

   2) Er ist gegeben durch eine Vorschrift V.

   3) Die Operationen, die V vorschreibt, erfolgen schrittweise.

   4) V legt die Ausführung der Operationen in allen Einzelheiten fest.

   5) Die Befolgung von V soll reproduzierbar sein.

   6) Keine Zusatzinformation soll nötig sein.

   7) Die Länge von V soll nicht weiter beschränkt sein, ebenso die      

      Anzahl der Schritte.

   8) Der Ausführende (Rechner) hat nur ein endliches Gedächtnis.



Realisierung eines Algorithmus



Vereinbarungen :

die Objekte, mit denen der Algorithmus operiert, sind Zeichenreihen,

die Zeichen sind Elemente eines endlichen Alphabetes

A:={a0,...,an}, mit a0:=Leerzeichen:=B.

Die Menge aller endlichen Zeichenfolgen einschließlich der leeren

Folge ( heißt A*.

Die erwähnte Vorschrift sei als Programm für eine Maschine festgelegt.

Das Programm besteht aus Befehlen, die nacheinander, schrittweise,

von der Maschine abgearbeitet werden.

Man überlegt sich leicht, daß die Forderungen 1) bis 8), die an einen 

Algorithmus gestellt werden, erfüllt sind.

Das Modell einer TM :

Die Maschine besteht aus

1. der Steuereinheit SE mit

   a) einem    Eingaberegister ER,

   b) einem    Befehlsregister BR,

   c) einem Operationsregister OR und

   d) einem       Zellenwähler ZW

2. der Bandeinheit BE mit

   a) einem Lese-/Schreibkopf LS und

   b) der Bandführung BF

3. aus dem Programmspeicher PS und

4. dem Informationsspeicher, dem Band.

Der Zweck der TM ist die planmäßige Umformung von Wörtern aus A* in 

Wörter aus A*.

Erläuterungen :

zu 4. : Auf dem Band befinden sich die zu verarbeitenden Wörter aus A*.

   a) Das Band ist in Felder eingeteilt, in jedes Feld paßt genau ein    

      Zeichen aus A.

   b) Ein Feld ist leer, wenn es das Zeichen a0=B enthält.

   c) Das Band ist nach rechts beliebig verlängerbar. Die Felder werden

      nummeriert, indem man von links mit Null beginnt.

   d) auf dem Band stehen nur endlich viele Zeichen aus A (ohne B)

zu 3. : Eine TM arbeitet nach einem Turing-Programm TP, das aus endlich

vielen Befehlen besteht. Die Befehle stehen in Zellen des PS. Die Zellen 

sind mit 1 beginnend nummeriert. Jeder Befehl ist durch die Nummer der 

Zelle, in der er steht, eindeutig bestimmt.

Die Anzahl der Zellen soll beliebig vergrößerbar sein.

zu 2. : Der LS liest und schreibt genau ein Feld.

Schreiben heißt überschreiben, ein B schreiben heißt löschen.

Das Feld unter dem LS heißt Arbeitsfeld AF.

Mit dem Symbol <  > wird der Inhalt eines Bestandteils der TM 

bezeichnet. Es gibt drei Verschiebebefehle V :

R führt das dem LS rechts benachbarte Feld zum AF,

L führt das dem LS links  benachbarte Feld zum AF,

N läßt das aktuelle Feld unter dem LS stehen.

zu 1. : Der ZW wählt den Befehl aus, der als nächster befolgt werden 

soll (er enthält die Nummer der Zelle, in der dieser Befehl steht).

In einem Alphabet mit den Zeichen a0,...,an enthält ein Befehl

n+1 Implikationen (Varianten) der Form

<ER>=aj  ( schreibe ak ins AF und V (R,L oder N) ins OR und

           lade den r-ten Befehl ins BR.

Man schreibt kurz für den i-ten Befehl n+1 mal ein Quintupel :



�              

                 i a0  ak  Vk  r0          

                        0   0              

i-ter Befehl=     ...                         

                                         

                 i an  ak  Vk  rn          

                        n     n



So ist also festgelegt, was für jeden möglichen Inhalt des ER zu 

geschehen hat.

Zusammenfassend : die TM arbeitet schrittweise. Dabei besteht ein 

Schritt aus fünf Takten :

1.Takt : Der Inhalt der i-ten Zelle, deren Nummer im Zellenwähler steht,

         wird ins BR gebracht, die TM nimmt den Zustand i an :

         <ZW=i>   <i-te Zelle> ( BR

2.Takt : Der LS liest das im AF stehende Zeichen und die BE gibt es

         ins ER :

         <AF> ( <ER>

3.Takt : Die SE bestimmt die Operation akVk und den Folgebefehl r,

         schreibt die Operation in das OR und die Nummer r des nächsten

         Befehls in den ZW :

         [<ER> <BR>] ( [<OR> <ZW>]

4.Takt : Die BE holt das Zeichen ak aus dem OR und der LS schreibt es    

         ins AF :

         (ak ( <AF>) ( <OR>

5.Takt : Die BE entnimmt dem OR das Verschiebungszeichen V und die BF

         führt die Verschiebeoperation aus :

         (Vk ( BF) ( <OR>



Die TM stoppt regulär genau dann, wenn der Inhalt des ZW Null ist.

Es kommt zu irregulären Stopps, wenn

a) das nullte Feld des Bandes AF ist und L ( <OR>

b) <ZW> ist leer.

Anfangs soll <ZW>=1 gelten.



Beispiel :

Es sei A={B,I}, das TP P laute :



1 B B R 2         5 B B R 0

1 I I R 0         5 I B L 6

2 B I R 3         6 B B R 7

2 I I R 2         6 I I L 6

3 B B L 4         7 B B L 0

3 I I R 3         7 I I L 0

4 B B R 0

4 I B L 5

Der Aufbau einer Programmzeile (z.B. 5 I B L 6) :

Zustand   Zeichen lesen   Zeichen schreiben   Verschieben   Folgezustand

   5           I                  B                 L             6



Allgemein leistet das Programm :

  _                          _

P(BI.......IBI.......IBB...)=BI.........IBB..

    x+1-mal   y+1-mal          x+y+1-mal



Aus diesem Grund heißt das Programm auch add.



Die folgenden Definitionen ersparen Schreibarbeit :

_

x=BI.......IB  für alle x ( N0

    x+1-mal

 ___

(x,y)=BI.......IBI.......IBB  für alle x,y ( N0

        x+1-mal   y+1-mal

                        ___   ___

Danach gilt also : add((x,y))=x+y

Das TP add läßt sich noch vereinfachen :



1 B B R 2     Lösungsidee : die Lücke zwischen x und y wird durch 'I'

2 B I R 3                   ersetzt, die zwei Striche zuviel werden

2 I I R 2                   am Ende von y gelöscht.

3 B B L 4

3 I I R 3     _                       _

4 I B L 5     BI...IBI...IBB   --->   BI.....IBB

5 I B L 6       x+1   y+1               x+y+1

6 B B N 0

6 I I L 6





Aufgaben 



1) vnr : verschiebe eine Zahl um ein Feld nach rechts

  _  _                              _                 _

P(w)=BBwB...  w ( A*   mit A={B,I}  BI...IBB   --->   BBI...IBB

                                      w+1                w+1

2) gib die Lösungsidee an :



P1  :    1 B B R 2             P2  :    1 B B R 1

         2 B B L 3                      1 I B R 2

         2 I I R 2                      2 B I L 3                        

         3 B B N 0                      2 I I R 2

         3 I B R 4                      3 B B L 0

         4 B I L 2                      3 I I L 3



Unterprogramme : suche das nächste Zeichen (B oder I) links(rechts)



   LIB                LII                REB                REI

1 B B L 2          1 B B L 2          1 B B R 2          1 B B R 2

1 I I L 2          1 I I L 2          1 I I R 2          1 I I R 2

2 B B N 0          2 B B L 2          2 B B N 0          2 B B R 2

2 I I L 2          2 I I N 0          2 I I R 2          2 I I N 0



3) vzl : verschiebe Zahl nach links

_                      _

BB...BI...IBB   --->   BI...IB...  mit n ( N0

       n+1               n+1



Anwendung der Unterprogramme :



3 B (REI) B R 4  (  wenn Zeichen=B, dann schreibe B, suche das nächste 

I rechts, schreibe B, Kopf nach rechts, gehe zu Zustand 4



4) dup : dupliziere eine Zahl

_               _

BwB...   --->   BwBwB...



5) mul : multipliziere zwei Zahlen

_                         _

BI...IBI...IB...   --->   BI....B...  x,y ( N0

  x+1   y+1                 xy+1

       _                         _

Idee : BI...IBI...IB...   --->   BBBI...IBBI...IB...

         x+1   y+1                   x-1     y



y wird (x-1)mal dupliziert



6) der Nachfolger einer Dualzahl ist gesucht :

d(x) sei die Dualdarstellung von x und A={B,0,1}

  _      _               _                _

P(Bd(x))=Bd(x+1)   z.B.  B11B...   --->   B100B...



7) busy-beaver-Spiel :

�   �

bestimme die maximale Anzahl m von I, die ein TP bezüglich A={B,I}, das genau 2(3) Befehle besitzt und nach endlich vielen Schritten stoppt (ohne zu blockieren!), auf ein leeres Band mit Startfeld k schreiben kann.

�

8) Das Programm einer TM ist gesucht, das

a) prüft, ob zwei gegebene Zahlen gleich sind

b) jede ungerade Zahl zu einer geraden Zahl ergänzt

c) xy  x,y ( N0 berechnet

d) ggT und kgV berechnet

e) die Folge 1,5,9,13,17,21,25,... auf das Band schreibt

f) die Folge 1,2,4,8,16,32,64,...  auf das Band schreibt

g) die Folge 0,1,2,3,4,5,6,7,8,... auf das Band schreibt

h) die Striche zählt, die auf dem Band stehen

         _                          _            _

   z.B.  B...BIIIIIIIIB...   --->   B7B...  oder B111B...



Was ist berechenbar ?

Das Problem der Berechenbarkeit zählt zu den Grundlagen der Informatik. 

Es betrifft die Frage, welche Probleme sich algorithmisch - d.h. durch 

Computer-Programme - lösen lassen. Hierzu werden verschiedene Klassen 

zahlentheoretischer Funktionen definiert. Dies seien :

GDF gleichungsdefinierte  Funktionen

IBF iterativ berechenbare Funktionen

PRF primitiv  rekursive   Funktionen

ARF allgemein rekursive   Funktionen.

Zur Vereinfachung wird vorausgesetzt, daß alle Funktionen auf den Grund- 

rechenarten aufbauen und der zulässige Zahlenbereich sei GZ. Eine im 

Bereich GZ gegebene Funktion heiße berechenbar, wenn sich ein konstruk- 

tives Verfahren angeben läßt, daß nach Eingabe eines Argumentes nach 

endlich vielen Schritten abbricht und den Wert der Funktion an dieser 

Stelle liefert. Offensichtlich ist jede programmierbare Funktion 

berechenbar. Die umgekehrte Behauptung, daß jede berechenbare Funktion 

auch programmierbar sei, ist der wesentliche Inhalt der Churchschen These.

Die gleichungsdefinierten Funktionen (GDF) sind allgemein bekannt. z.B.

y=x*x

z=x+y

z=x2+18*x*y3    usw.

In der normalen Schreibweise steht also links vom Gleichheitszeichen das 

Ergebnis der Funktion und rechts der explizite Berechnungsterm. Werden k 

Eingangsgrößen zugelassen, so gilt allgemein :

READLN(X1,...,Xk);Y:=EXPR(X1,...,Xk);WRITELN(Y);

EXPR(X1,...,Xk) ist ein arithmetischer Ausdruck, der neben den Variablen 

X1,...,Xk noch die Grundrechenarten und Zahlenkonstanten enthalten kann.



Die mit Iteration berechenbare Funktion



Schon in relativ einfachen Fällen kann man keine explizite Gleichung für 

das Ergebnis angeben. Ein Musterbeispiel ist die Fakultät :

ƒ(x)=1*2*3*...*x

Sie läßt sich durch das folgende Pascal-Programm berechnen :

READLN(X);Y:=1;

FOR I:=1 TO X DO Y:=Y*I;

WRITELN(Y);

Dieses Programm ist zugleich ein Spezialfall eines iterativen bzw. 

Schleifen-Programms. In einem Schleifen-Programm dürfen nur enthalten 

sein : Standardarithmetik, Schleife (FOR, WHILE, REPEAT-UNTIL) und

Abfragen (IF - THEN, IF - THEN - ELSE).

Eine IBF liegt genau dann vor, wenn für sie ein Schleifen-Programm 

existiert. Dieses Programm stellt zugleich einen Lösungsalgorithmus dar. 

Andere IBF sind :

SUM(X)   = 1+2+...+X

s(X)     = Anzahl der Teiler von X

p(X)     = Anzahl der Primzahlen bis X

ggT(X,Y) = größter gemeinsamer Teiler von X und Y

Aus den letzten drei Beispielen ist ersichtlich, daß manchmal eine 

inhaltliche, nicht algorithmische Beschreibung einer Funktion leichter 

anzugeben ist, als der dazugehörige Algorithmus. 

Es ergeben sich hieraus folgende Fragen :



Läßt sich jede nicht algorithmisch beschriebene Funktion durch einen 

Algorithmus darstellen, also programmieren ?

Wie läßt sich aus einer nicht algorithmischen Beschreibung einer 

programmierbaren Funktion der Algorithmus gewinnen ?

Wie lassen sich die programmierbaren Funktionen klassifizieren ?



Die primitiv rekursiven Funktionen sind wie folgt definiert :

1.Grundfunktionen

   a) die Nullfunktion ist primitiv rekursiv

   b) die Vorgänger- und die Nachfolgerfunktion sind primitiv rekursiv

   c) die Projektionsfunktionen (X1,...,Xn) ( Xi sind primitiv rekursiv.

2.Aufbauregeln

   a) mit zwei Funktionen f und g ist auch die durch Einsetzung von f in 

      g entstehende Funktion primitiv rekursiv.

   b) mit der n-stelligen Funktion f und der (n+2)-stelligen Funktion g  

      ist auch die durch primitive Rekursion aus f und g entstehende     

      Funktion primitiv rekursiv.

Genau die mittels 1. und 2. zu erzeugenden Funktionen sind primitv rekursiv.

Beispiele :

rekursive Definition der Grundrechenarten  :

die natürlichen Zahlen seien als Strichfolgen dargestellt I,II,III,..., 

die nach folgenden Regeln erzeugt werden :

  1) I ist (Zeichen für) eine natürliche Zahl

  2) mit n ist auch nI eine natürliche Zahl, nI heißt Nachfolger von n.

Die Addition gründet sich hierauf als ein Weiterzählen :

  1) n+I =nI

  2) n+mI=(n+m)I

Dies ist eine rekursive Definition der Addition, weil man , um die Summe

n+mI zu bestimmen, zum Vorgänger von mI, also m, zurücklaufen muß. z.B.

5+2=(5+1)+1=(((5+0)+1)+1)=((5+1)+1)=(6+1)=7 oder etwas formaler :

sum(5,2)=sum(5,1)+1=((sum(5,0)+1)+1)=((5+1)+1)=(6+1)=7 oder formaler :

sum(5,2)=nachf(sum(5,vorg(2)))=nachf(nachf(5,vorg(vorg(2))))

=nachf(nach(5))=nachf(6)=7 und allgemein :



sum(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( x, wenn y=0; ;nachf(sum(x, vorg(y))) sonst))�



In Pascal programmiert :

 FUNCTION SUM(X,Y:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN IF Y=0 THEN SUM:=X ELSE SUM:=NACHF(SUM(X,VORG(Y))) END;

wenn man die Funktionen nachf und vorg wie folgt definiert :

 FUNCTION NACHF(X:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN NACHF:=SUCC(NACHF) END;

 FUNCTION  VORG(X:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN VORG:=PRED(VORG) END;



Für die Multiplikation ergibt sich :



mult(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( 0, wenn y=0; ; sum(mult(x,vorg(y)),x) sonst))�



was der Schreibweise entspricht :



x ( y = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( 0, wenn y=0; ; x ( (y-1)+x sonst))�



Da Funktionen aus Funktionen aufgebaut werden sollen, muß der Zahl Null 

eine Funktion, die Nullfunktion, zugeordnet werden :

 FUNCTION NULL(X:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN NULL:=0 END;

Das Herausgreifen eines Argumentes (Projektionsfunktion) :

 FUNCTION PRO3(X1,X2,X3,X4,X5:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN PRO3:=X3 END;



Die Multiplikationprozedur sieht dann so aus :

 FUNCTION MULT(X,Y:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN

   IF Y=0 THEN MULT:=PRO2(X,Y)

   ELSE MULT:=SUM(MULT(X,VORG(PRO2(X,Y))),PRO1(X,Y))

  END;



Die Potenz berechnet sich nach dem Schema :

             

 pot(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( 1, wenn y=0; ; mult(pot(x,vorg(y)),x) sonst))�



             

was der Schreibweise entspricht :

             

       xy = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( 1, wenn y=0; ; xy-1 ( x sonst))�



In Pascal :

 FUNCTION POT(X,Y:INTEGER):INTEGER;

  BEGIN

   IF Y=0 THEN POT:=1

   ELSE POT:=MULT(POT(PRO1(X,Y),VORG(PRO2(X,Y))),VORG(PRO1(X,Y)))

  END;



Es sind Funktionen aus anderen, elementareren, aufgebaut. 

Als Regeln wurden benutzt :

Verkettung  : h(x)=g(f(x))  oder  h(x)=g(f1(x),f2(x))

Rekursionen :

             

   h(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( f(x), wenn y=0; ; g(h(x,y-1))  sonst))�



   h(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( f(x), wenn y=0; ; g(h(x,y-1),x)  sonst))�



   h(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( f(x), wenn y=0; ; g(h(x,y-1),y-1)  sonst))�



das allgemeine Rekursionsschema lautet :



   h(X,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( f(X), wenn y=0;                   mit X= x1,...,xn ; g(h(X,y-1),X,y-1)  sonst))� 



Diese Art der Rekursion nennt sich primitive Rekursion.

(es gibt raffiniertere Arten der Rekursion !)

Aus den Beispielen ergibt sich die Behauptung :

jede primitiv rekursive Funktion ist turingberechenbar

Beweis :

Gezeigt worden ist bereits, daß die Null-,Nachfolger-,Vorgänger- und die 

Projektionsfunktion turingberechenbar sind. Zu zeigen bleibt, daß ver-

schachtelte Funktionen turingberechenbar sind.

Seien f und g turingberechenbar, dann erhält man das zu h(x)=g(f(x)) 

gehörige TP dadurch,daß die Anweisung halt aus dem Programm zu f ent-

fernt wird, dann die Anweisungen von g darunter geschrieben werden und 

sie dann, ebenso die Sprungziele, umnummeriert.

Es muß noch gezeigt werden, daß die primitive Rekursion nicht aus der 

Menge der turingberechenbaren Funktionen hinausführt. An einem Beispiel

ist dies leicht einzusehen :



Eine Funktion h sei wie folgt rekursiv definiert :



   h(x) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( 2, wenn x=0; ; h(x-1)+3  sonst))�



es ist h(0)=2, h(1)=5, h(2)=8, h(3)=11, h(4)=14, h(5)=17, das TP dazu :

1 B I R B (REB) R I R I R I 2

2 I (LIB) (LIB) R 3

3 B (LII) B (VZL) 0

3 I B (REB)(REB) I R I R I R I 2



Der allgemeine Beweis ist nicht schwieriger, nur umständlicher.

(do it yourself !)

Fazit : jede primitiv rekursive Funktion ist turingberechenbar.



Die Umkehrung gilt leider nicht ! Der Mathematiker W.Ackermann fand eine 

turingberechenbare Funktion, die nicht primitiv rekursiv ist.

Die allgemein rekursive Funktion AK ist wie folgt definiert :



AK(x,y) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( y+1, wenn x=0; AK(x-1,1)  falls y=0; AK(x-1,AK(x,y-1)) sonst))�



 

Die Funktion AK wächst schneller als jede primitiv rekursive Funktion :

AK(0,y)=y, AK(1,y)=y+2, AK(2,y)=2y+3, AK(3,y)=2(3+y)-3,

AK(4,1)=AK(3,AK(4,0))=AK(3,AK(3,1))=AK(3,13)=65533,

AK(4,2)=AK(3,AK(4,1))=AK(3,65533)=265536-3



Gegenüber den PRF fällt in der dritten Definitionszeile auf, daß in dem 

Rekursionsschema innerhalb der Funktion AK nocheinmal die Funktion AK 

steht. Die Funktion verweist also nicht nur einfach auf sich selbst,son- 

dern in dem Selbstverweis ist nochmal die Funktion implizit enthalten.



Die allgemeine Definition :

Eine Funktion heißt rekursiv, wenn sie sich, ausgehend von der Null-

,Nachfolger-,Vorgänger- und der Projektionsfunktion, durch Einsetzung, 

primitive Rekursion und Anwendung des µ-Operators erzeugen läßt.



Die Funktion f entsteht durch Anwendung des µ-Operators aus g

 (in Zeichen : f(X)=µ[g(X,y)=0]), wenn



  f(X) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( das kleinste y mit g(X,y)=0 , falls ein solches y existiert;                          mit X=(X1,...,Xn); nicht definiert  sonst))�



In Pascal formuliert :

 FUNCTION MIKRO(X1,X2:INTEGER):INTEGER;

  VAR I:INTEGER;

  FUNCTION G(X1,X2,Y:INTEGER):INTEGER;

   BEGIN { hier steht der Term von g } END;

  BEGIN

   I:=0;

   REPEAT I:=I+1 UNTIL G(X1,X2,Y)=0;

   MIKRO:=I

  END;



Es gilt der Satz :

 1) jede rekursive Funktion ist turingberechenbar

 2) jede turingberechenbare Funktion ist rekursiv

zu 1) : ist g eine primitiv rekursive Funktion, so erhält man für

        f(X)=µ[g(X,y)=0] auf folgende Art ein TP : auf die Eingabe X     

        wird das TP für g(X,0), dann g(X,1), g(X,2),... angewandt,       

        solange, bis ein y mit g(X,y)=0 gefunden ist. Gibt es kein       

        solches y, gerät das TP in eine Todschleife, f ist an dieser     

        Stelle also nicht definiert.

zu 2) : ist ein TP zur Berechnung einer Funktion f gegeben, so kann man  

        die Berechnung als eine Folge von Paaren (p,I) darstellen, wobei

        p die Nummern des TP durchläuft und I die zu jedem p gehörige

        Bandinschrift ist. Jedem Paar wird nun umkehrbar eindeutig eine

        natürliche Zahl g zugeordnet  göd : (p,I) ( g. Man nennt g die

        Gödel-Nummer von (p,I). Das Diagramm



                        Rechenschritt

                 (p,I) (((((((((((p',I')

                   (                       (

               göd (                       (göd

                   (                       (

                   (                       (

                   g   ((((((((((  g'

                      die f zugeordnete

                      rekursive Funktion



definiert eine Zuordung g ( g' der Gödelnummern, von der man 

nachweisen kann, daß sie eine rekursive Funktion nach Definition ist.

Ergebnis : Der Begriff der Turing-Berechenbarkeit ist eine adäquadte     

           Präzisierung des intuitiven Begriffs der Berechenbarkeit.

Alles, was sich überhaupt berechnen läßt, ist durch die TM berechenbar.



Unentscheidbarkeit :

Das Biberspiel läßt sich verallgemeinern :

bei gegebenem n schreibe jeder Spieler ein TP P,

wobei P ( Kn={P ( P ist TP bzgl. I mit genau n Befehlen}. Sieger ist der, 

dessen TP bei Anwendung auf das leere Band stoppt und die meisten Striche schreibt. Formal :

Bn={(P,s) ( P ( Kn und P stoppt nach genau s Schritten beim leeren Band}

An={Anzahl der Striche in P(�FORMEL \x\to(B)�s) ( (P,s) ( Bn}, wobei �FORMEL \x\to(B)�s das s-te Feld auf 

dem Band bedeutet.



((0)=0

((n)=max{a ( a ( An} für alle n ( N0

( ist nicht Tb !

Beweisprinzip : ( wächst schneller als jede Tb Funktion f.

Der Aufwand zur Bestimmung des Maximums ist nämlich nicht beschränkt, 

sondern wächst sehr stark, da wir nicht von vornherein wissen, nach wie-

viel Schritten s ein Programm P stoppt - wenn es überhaupt anhält. Unser 

Problem läßt sich mit folgender Erfahrung aus dem täglichen Leben 

vergleichen : ein Autofahrer fragt nach dem Weg und erhält als Antwort :

fahren Sie diese Straße weiter, Sie passieren mehrere Ampeln, an der 

letzten biegen Sie nach rechts ab. Diese Auskunft birgt ein unlösbares 

Problem. Man kann die letzte Ampel nicht finden, wenn nicht etwa der 

Zusatz gemacht wird : Die letzte Ampel steht vor dem Ort, der 200 km von 

hier entfernt ist. Damit ist das Problem lösbar - aber der Aufwand, die 

letzte Ampel zu finden, ist nicht gering. Für festes n ist unser Problem 

vom selben Typ.

Die Berechnung von ((4) ist schon sehr kompliziert, ((5) ist noch unbekannt.

Der Begriff der Turingberechenbarkeit sichert bzw. fordert nur die 

Existenz eines TP, aber nicht ein effektives Verfahren, um ein TP anzugeben.



Für die arithmetische Funktion S mit

S(0)=0

S(n)= max{s ( (P,s) ( Bn} für alle n ( N0

a) S(n) = ((n) für alle n ( N0

b) S ist nicht Tb

Beweis : a) zu jedem I ist mindestens ein Schritt nötig

         b) für jede Tb Funktion f gilt : ( wächst schneller als f,

            also wächst auch S schneller als jede Tb Funktion f, also

            ist S nicht Tb.

Dies bedeutet nun, es gibt keinen Algorithmus, mit dessen Hilfe man von 

jedem beliebigen TP feststellen kann, ob es je stoppt bei der Anwendung 

auf das leere Band.

Man bezeichnet dies als die Unentscheidbarkeit des Halteproblems bei TM.

Um das starke Wachstum von ( zu ahnen, beachte man ((100) = (((7!)!)!)!



Das Halteproblem :

Gibt es ein Programm, das von jedem beliebigem Programm entscheiden kann, ob es anhält oder nicht.



Dazu wird das Selbstanwendbarkeitsproblem untersucht

z.B. (Disassembler, Compiler, Druckprogramm, Verschlüsselung).



Frage : Existiert ein TP Ps bzgl. {B,I} derart, daß für jedes TP P gilt:



Ps(...� FORMEL \x\to(B)�Code(P) B...) = �FORMEL \b\lc\{(\a\al( ...�FORMEL \x\to(I)�...   falls P auf sich anwendbar ist;            auf ...�FORMEL \x\to(B)� Code(P) B...; ...�FORMEL \x\to(B)�...   sonst))�



Beweis : Annahme : es gibt Ps mit der gewünschten Eigenschaft, dann sei

         Ps' folgendes TP    1 B (Ps) 2

                             2 B I N 0

                             2 I I R 3

                             3 B B L 2        

Fall 1 : Ps' ist selbstanwendbar, d.h. auf ...�FORMEL \x\to(B)� Code(Ps') B... (

    

Ps(...�FORMEL \x\to(B)� Code(Ps') B...) = ... �FORMEL \x\to(I)�... ( Ps' stoppt nicht ! Widerspruch

                                                    

Fall 2 : Ps' ist nicht selbstanwendbar, d.h. auf ... �FORMEL \x\to(B)� Code(Ps') B...  ( 

Ps(...�FORMEL \x\to(B)� Code(Ps') B...) = ... �FORMEL \x\to(B)�... ( Ps' stoppt !       Widerspruch



Anmerkung : Die Konstruktion von Ps' erinnert an die Paradoxie vom 

Barbier, der genau diejenigen rasiert, die sich nicht selbst rasieren.

Die Frage : Rasiert der Barbier sich selbst ? führt auf einen Widerspruch.



Zur Entspannung : schreibe TP's zur Erzeugung der Zeichenketten :

a) IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

b) IBIBIBIBIBIBIBIBIBIBIBIBIBIBIBIB

c) IBIIBIIBIBIIBIIBIBIIBIIBIBIIBIIB

d) IBBIIIBBBBIIIIIBBBBBBIIIIIIIBBBB

e) IBBIBBBIBBBBIBBBBBBIBBBBIBBBIBBI

f) IBIIBBIIIBBBIIIIBBBBIIIIIBBBBBII



Was fällt bezüglich der Länge der TP's auf ?



Viel Spaß !!!
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